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RIASSUNTO 
II metodo delle caratteristiche viene applicato all'equazione integro-
differenziale lineare di Boltzmann in geometrie mono e bi-dimensionali. 
Si mostrano in questo rapporto alcune esperienze numeriche fatte 
per confrontare il metodo delle caratteristiche con il metodo S di Carlson. 
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APPLICAZIONE DEL METODO DELLE CARATTERISTICHE ALL'EQUAZIONE 
INTEGRO­DIFFERENZIALE LINEARE DI BOLTZMANN 
Alcune esperienze numeriche (κ) 
Introduzione 
Mediante il metodo delle caratteristiche viene trattata 
l'equazione integro­differenziale lineare di Boltzmann, ad una 
velocità e con scattering isotropo nel sistema del laboratorio, 
nella geometria sferica, cilindrica infinita, cilindrica finita 
e rettangolare di altezza infinita«) 
Per quanto riguarda il problema agli autovalori si cerca 
il massimo autovalore in modulo e 1'autosoluzione non­negativa 
corrispondente; per quanto riguarda il problema non omogeneo 
si cerca la soluzione in corrispondenza di un termine di sor­
gente prefissatoo 
Nel § 1¿+ si mostrano le esperienze numeriche compiute e 
si fanno alcuni confronti tra le soluzioni di questi problemi 
ottenute col metodo delle caratteristiche e quelle ottenute col 
metodo S^ di Carlson [β], η 
Nei § 6 e 9 sono date le condizioni sufficienti per la 
convergenza dei procedimenti iterativi relativi ai metodi 
considerati. 
(κ) Manoscritto ricevuto il 10 Agosto I967 
1 o Formulazione dei problemi 
Prendiamo in esame l'equazione stazionaria del trasporto 
dei neutroni ad una velocità e nel caso di scattering isotropo 
nel sistema del laboratorio: 
(1.1) Ω-gradp Φ(Ρ,Ω) + Σΐ(Ρ) Φ(Ρ,Ω) = 2s(P) ^  / Φ(Ρ,Ω')dil' + s(P) 
Ρ è il vettore posizione che ha come campo di definizione un 
dominio G connesso in uno spazio tri­dimensionale, composto 
da un numero finito g di regioni R regolari, semplicemente 
o 
connesse e disgiunte» 
Ω è un vettore unitario che individua la direzione della velo­
cità dei neutroni e si muove sulla superficie della sfera uni­
taria Ω. 
*(l!>ß) rappresenta il flusso dei neutroni in direzione Ω attraverso 
l'unità di superficie normale ad Ω nel punto Ρ del dominio G, 
2+(P) è la sezione d'urto macroscopica totale e 
2D(P) e la sezione d'urto macroscopica di scattering. 
Il termine di sorgente S(P) che compare nel secondo 
membro dell'equazione (id) può assumere due forme dando 
origine a due differenti problemi: 
Problema 1 
(1.2) S(P) ={ V Ef(P) jjjL Ι Φ(Ρ,Ω·)ΠΩ« 
dove 2„(P) è la sezione d'urto macroscopica di fissione, ν 
è il numero medio di neutroni emessi per fissione e λ è uno 
scalare (autovalore). 
Ricerchiamo il valore massimo (in modulo) di λ in corri­
spondenza del quale l'equazione (1 .1 ) ammette una soluzione 
(autofunzione) non negativa. 
Problema 2 
S(Ρ) è una funzione nota non negativa che rappresenta fisi­
camente una sorgente di neutroni. 
Ricerchiamo la soluzione dell'equazione (1.1) in corri­
spondenza di una sorgente S(P) prefissata» 
Si fa l'ipotesi che le sezioni d'urto considerate siano 
costanti in ogni regione R del dominio G. 
g 
L'equazione (1 .1 ) è una equazione integro­differenziale, 
e per rendere il problema della sua soluzione determinato 
è necessario specificare delle condizioni al contorno e alle 
interfacce [1 ]0 
Condizioni alle interfacce 
Se due mezzi sono a contatto direttamente il flusso che 
lascia un mezzo in direzione Ω deve essere uguale al flusso 
che entra nel secondo mezzo nella stessa direzione Ω; analiti­
camente ciò si esprime 
(lo3) Φ(Ρ + sn, Ω) continuo rispetto ad s 
per P+sß appartenente all'interfaccia. E' da notare che in 
generale anche Φ(Ρ+ΒΩ, fl') risulta continuo rispetto ad β ma 
quest'ultima condizione non deve essere imposta altrimenti il 
problema potrebbe diventare sopra­determinato. 
Condizioni al contorno 
Se il mezzo in esame è di dimensioni finite imponiamo per 
semplicità che nessun neutrone entri nel mezzo dall'esterno, 
e cioè 
(i ok) φ(Ρ»ϋ) = O Ρ appartenente alla superficie esterna 
ed Ω entrante. 
Se invece il mezzo è infinito in una o più dimensioni 
si fa normalmente l'ipotesi che il numero di neutroni pro­
venienti dall'infinito sia nullo « 
Consideriamo la funzione Φ(Ρ,­Ω) e scriviamo l'equazione 
a cui soddisfa [2J. Tenendo conto dell'eguaglianza 
/ Φ(Ρ,Ω')(1Ω' = / Φ(Ρ,-Ω')(ίΩ' 
J Ω. Ja 
dalla (i .1 ) si ricava facilmente 
(1.5) -Ω-gradp Φ(Ρ,-Ω) + Σΐ(Ρ)Φ(Ρ,-Ω) = 2a(P) ¿ Ι φ(ρ,­η' )(ίΩ'+3(Ρ) 
Risulta evidente che l'equazione (1o5) è l'equazione 
aggiunta della (1.1), perciò in questo caso particolare 
(scattering isotropo) si ha l'identità: 
(1 .6) Φ*(Ρ,Ω) = Φ(Ρ,­Ω) 
Oltre ad una condizione alle interfacce del tutto ana­
loga alla (1.3) vale per il flusso aggiunto la condizione al 
contorno 
(1 o7) Φ*(Ρ»Ω) = 0 Ρ appartenente alla superficie esterna 
ed Ω uscente 
2. Geometria sferica 
Consideriamo una sfera di raggio 
R in cui il flusso neutronico dipenda 
dallo spazio solo attraverso il modu­
lo r del vettore Ρ (simmetria sferica) 
e la direzione della velocità sia in­
dividuata dalla sola variabile 
μ=(Ρ·Ω)/Γ. 
L'equazione (1.1) assume la forma: 
/isJCííi? 
(2.1) μ Är^l + 1^ ¿ M^l + Σ+(Γ)φ(Γ,μ) , 3r +1 
2SM \ L 
3μ 
Φ(τ,μ)άμ + S(r) 
con 
(2.2) 
0 ^ r < R 
-1 «S μ ^ 1 
La condizione di continuità alle interfacce, come si 
ricava facilmente dalla figura, diventa 
(2.3) Φ(Λ/Γ +2Γβμ+8 , cos artg r ~^ ) continua rispetto 
e la condizione al contorno 
ad s per 'Λ?2+2Γ8μ+82 
appartenente ali * inter­
faccia 
(2.4) Φ(Ρ,μ) = 0 se ­1 <S μ ^ 0 
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3. Metodo delle caratteristiche 
Illustriamo il metodo proposto da Vladimirov [3] nel 
1952 per la risoluzione dell'­equazione del trasporto in sim­
metria sferica; questo metodo è basato sull'utilizzazione 
delle caratteristiche della parte differenziale dell'equazione 
integro­differenziale di Boltzmann. 
Introduciamo le nuove variabili indipendenti 
χ = τμ 
(3.1) ρ y = Γ*/ΐ-μ 
Il termine integrale che compare al secondo membro 
della (2.1 ), in virtù delle relazioni che legano le vecchie 
variabili alle nuove, e cioè 
2 2 r = Λ/Χ +y 
V X 
μ = cos a r t g ~ ­
Λ/χ2+ν2 
v i e n e t r a s f o r m a t o i n 
+ 1 ^ 2 + y 2 
\ ')o2) 0 / ν\Γτμ)α.μ - - ; / ' y ­ i 2 ^ x 2 + y 2 J-^2+y2 
» 3(Vx 2 +y 2 ) 
Φ Λ/-ΙΙ-2 . ...2 , .. X . . . « Ι «/χ +y . ■  - ; ■ ; 
^ x 2 + y 2 
)dx' 
Tenendo conto delle (3d) e (3*2) l'equazione (2.1 ) diventa 
(3.3) 9 < & ( ¿ ' y ) + 2t(^/x2+y2^(x,y) = SsUx2+y2)^x2­ry2) + S ( ^ W ) 
dove la soluzione della (3·3) è legata alla soluzione dell'equa­
zione (2d) nel seguente modo 
(3·4) *(x>y) » Φ(*/χ +y » cos artg *) 
La trasformazione (3.I ) mette in luce che 
y = cost 
rappresenta la famiglia di caratteristiche della parte dif­
ferenziale dell'equazione (2.1). 
Il campo di definizione delle nuove variabili viene ad 
essere costituito dal semicerchio 
2 2 2 x¿+y¿ < R¿
(3.5) 
y > 0 
La condizione di continuità alle interfacce (2.3), ope­
rando la trasformazione h = ru+s , diventa 
.2 Q Q Q Y» A —il 
Φ(Λ/Γ (1­μ )+h , cos artg Ζ ) continua rispetto ad h 
e quindi per quanto riguarda la soluzione della (3*3) si ha 
(3.6) ^x,y) continua rispetto ad χ 
La condizione al contorno (2.¿j.) a sua volta diventa ,2 2 (3.7) *(­A/R ­y ,y) = 0 per 0 < y ^ R 
Con una trattazione del tutto analoga, partendo dalla 
(1.5) si deduce che il flusso aggiunto Φ*(χ^) = Φ(­χ^) sod­
disfa l'equazione 




(3 .9) S*(^x2+y2) - Ì (^x 2 +y 2 ) = 1 / 
2^x2+y2 y ° 
^ x 2 + y 2 
Φ ( Ν / Χ 2 + Υ 2 , X ' ) + 
^ x 2 + y 2 
+ * * ( < / x 2 + y 2 . - ^ — ) , 2 2 J vx +y 
dx' . 
ed è soggetto alle condizioni 
(3o10) i#(x»y) continuo rispetto ad χ 
? 2 (3.11) Φ*(ΛΛΙ ­y , y) = 0 per 0 ζ y ^ R 
Nel risolvere il nostro problema possiamo valerci del 
particolare significato del flusso aggiunto; precisamente in­
vece di cercare la soluzione della (3<>3) in tutto il campo 
di definizione (3·5) conviene più semplicemente cercare la 
soluzione del sistema costituito dalle due equazioni (3.3) 
e (3.8) nel quarto di cerchio 
2 2 „ n2 χ + y < R 
(3o12) χ S* 0 
y > 0 
Le condizioni al contorno da abbinare a suddetto sistema 
sono costituite dalla (3°11) e dalla nuova condizione: 
(3o13) *(0,y) = **(0,y) per 0< y *s R 
II 
1+. Formule di approssimazione 
ι >s 
^ \ 





\ N >/J \>>j+l\ 
V­Î,J\ \ 
Λ \ \ \ \ M 
*i *i« X 
Tracciamo nella regione di definizione (3»12) del 
problema i quarti di circonferenza r = r. (j = 1,2,...,n) 
r = 0 e r = R, le rette (caratteristiche) y = y. = ri(i=1 ,2, ...,n­1 ) 
e caratteriziamo i punti del reticolo così costruito mediante 
due indici (i,j). Il punto generico (i,j) .è generato dall'in­
tersezione della caratteristica y = y± con il quarto di circon­
ferenza r = r... In corrispondenza dell'indice i, il secondo 
indice j può assumere i valori j = i,i+1|..o,n. 
Integriamo ora l'equazione (3»3) come una equazione dif­
ferenziale ordinaria lungo la caratteristica i­esima fra il 
punto di ascissa x± , 1 e il punto di ascissa * i t y 
Si ottiene 
­Σ. (x. ή-χ± * , ) 
(^ · ι . 3 - · ι . ι - ι β 3 
X 
ƒ, 





dove Φ. ■ rappresenta il valore del flusso nel punto (i,j) 
i » 3 . . 
e Σ. e Σ rappresentano i valori delle sezioni 
V i / 2 Sj­l/2 
d'urto nell'intervallo considerato. E' evidente che le sezioni 
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d ' u r t o dipendono s o l t a n t o d a l l ' i n d i c e d dato che esse sono 
c o s t a n t i in ogni regione r a d i a l e . 
Facendo l ' i p o t e s i che l e ­ funz ion i Φ ed S siano l i n e a r i 
n e l l ' i n t e r v a l l o x, . < χ =S χ. H l a (l+ol) d iventa 
1 , J - l -L, J 
­Σ α ( χ . . - χ . . . ) ^Λ-Λ / 9 Ν " ^ » 3 i» d~1 Φ. . = Φ. . Λ e J l / ¿ ι , 3 1 ,3 ­1 
- Σ , 
Σ Φ.+S. 
Β, . /« 3 3 L öd-i /2 ' 3 ­ 1 / 2 
1­e 
( χ . . ­ χ . . 
ί_ - | /2 1 , 3 ι » 3 " 1 
1 -
(4-2) 
2 Φ· , + S . . 
L S d - l / 2 3 Η 3- 1 . 
- Σ . 
- e 
(χ. .-χ. . J ν 
i - 1 / 2 1 » 3 1 » 3 - 1 )■ 
* d - l / 2 
Σ~ [χ"! . - χ . . . ; 
t­i­.­]/2 1 » 3 ι»3~1 —' 
­ Σ . ( χ . . ­ χ . . . ) 
1-e 3 ]< f 
ΣΤ (3Γ . - Χ . . . ) 
In modo del t u t t o analogo d a l l a (3*8) s i o t t i e n e per i l f l u s so 
aggiunto : 
Φ* . , = Φ* . e ' 3 ­ 1 / 2 i , 3 ­ 1 i , 3 
­ Σ ^ ( χ . . ­ χ . . Λ ) 
* Ί - 1 / 2 1 » 3 χ » 3 - 1 
- Σ , 
(U .3 ) Σ Φ* + S . 
- S d - l / 2 J 3 . J t d - i / 2 
1-e 
; 3 - l / 2 
( χ . . - χ . . . ) 
1,3 1 ,3 -1 
Γ Γχ~! .-χ. Γ~~ 
V i / 2 χ ' 3 1.3-1 
-Σα 
- e 
; d - i / 2 
( χ . . - χ . . . ) 1,3 1 ,3 -1 
Σ Φ* + S . Λ 
J t 3-1/2 
1 - 1-e 
( χ . . - χ . . . ) 
' j H / 2 V ^ 3 1 ,3 -1 
(χ~! . - χ . . . ) 
; 3 - ΐ / 2 ^ χΊ~λ J 
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Per determinare completamente la soluzione al sistema formato 
dalle formule ricorrenti (4.2) e (i+»3) bisogna aggiungere le 
condizioni al contorno 
i,n = 0 
ik-k) Φ i,i Φ* i,i 
Le formule (1+.2) e (k*3) possono essere sostanzialmente sem­
plificate approssimando gli esponenziali in modo opportuno. 
Ponendo infatti 
(ko5) 
1 ­ â >­a _ 1 2 
~ „ a 1 + 2 
esse diventano rispettivamente 
0+o6) 
(W) 
Φ = Φ i,3 i,3­1 
1 " 2 \ Η / 2 (*1.Γ Χ1,;Μ ) 
1 +tV/2 ( X i^' X i^- l ) 
Σ (Φ. + Φ. , ) + (S.+S . . ) 
L S3­l/2 J 3­1 y v 3 3­1 _ 
lK.r xi,d-i^ 
1 + 2 St 3­1/2 
(x. .­x. . .) 
1,3 1,3­1' 
1 ­ Ì Σ. (x. .­x. . . ) 2 t ^ / 2 ^ 1,3 1,3­1' | 
(x, ,­χ< ,_J 
Φ* _ φ* 
i,3­1 i,3 Λ + 1 2 
2 ^­1/2'"i»3 "i»3­1 
+ . Σ (φ*+Φ* ) + (s.+S. , ) L Sd­l/2 ü 3­1 ' v 3 3­1 _ 
I (*i„1-xi..·,-^  




notare che lo schema semplificato costituito dalle (lj..6), 
può essere ricavato direttamente dalle equazioni (3·3), 
mediante il metodo delle differenze finite. 
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Il calcolo dei termini integrali Φ.= = Φ* che compaio­
J J 
no nei secondi membri delle equazioni precedenti viene effet­
tuato con formule di quadratura: 
(i+o8) φ = Φ* = Σ β± .(Φ , + Φ* ) (d = 1,2,..ο,η) 
dove i coefficienti β. . godono delle seguenti proprietà: 
1,3 
3 1 (koS) Σ β, . = ήτ (d = 1,2,..o,η) 
i=1 1,d ¿ 
(4o10) β , > 0 (d = 1,2,...,η; i = 1,...,d) 
Nel nostro caso abbiamo posto (regola trapezoidale) 
ßi ,3 = 2 r ­ X i " 1 , ' 1 " 2 X i + 1 t ' 1 P e r i / 1 , i / 3 
(4.11) β, _ - l - - J = l - J i 3,3 2 r . 2 
J 3 / 1 
β = _ i _ r,i I X2t,j p 1 , 3 2 r , 2 
d 
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5ο Metodo delle approssimazioni successive 
Prendiamo in esame i sistemi formati dalle equazioni (¿j..2), 
(i+o3) e (4*6), (4<>7) unitamente alle condizioni (¿+.I4.») valide 
per entrambi. Dato che al secondo membro di queste equazioni 
compaiono dei termini Φ. = Φ? funzioni dei flussi e dei flussi 
J J 
aggiunti lungo il quarto di circonferenza di raggio r.y uno 
dei modi per ottenere la soluzione del problema è di ricorrere 
al metodo delle approssimazioni successive. 
Consideriamo separatamente i due problemi del § 1 : 
Problema 2 
Il termine di sorgente Si è noto per ogni valore dell'indice 3· 
In questo caso attribuito un valore iniziale arbitrario al 
flusso integrato sugli angoli (Φ. = Φ? ) si può procedere al 
1 1 calcolo di una prima valutazione Φ. . e Φ? . dei flussi e dei 1,3 1» j 
flussi aggiunti in tutti i punti del reticolo (prima iterazione). 
Ogni caratteristica y = y. viene trattata separatamente. 
Si calcola dapprima il flusso aggiunto Φ? ^  partendo dal punto 
!» 3 sul contorno (i,n), dove Φ? è noto, procedendo verso sinistrai 
1 » n poi partendo dal punto di indici (i,i), dove vale la condizione di raccordo Φ. . = Φ? . , si calcola il flusso procedendo verso 1,1 i»i 
destra. 
Le formule di quadratura (4.8) danno la nuova valu­
tazione del flusso integrato. 
All'iterazione (m+1 )­esima si ha perciò: 
&*m+1 = φΐ^+ΐρ i,3-1 i,d i,3 Σ i*
m + S. 
- Sd-l/2 3 J- a. . + i,3 
(5.1) 
Σ 
L S 3-1/2 3-1 
+ S d-1 i,3 
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jn+1 ­m+1 ^ , | „ _m , 0 
Φ. . = Φ. . . ρ . . + Σ Φ. . + S . , 
1,3 1,3­1 1,3 L s i ­ l / 2 ü " 1 0"*1_ 
α. . + i , 3 
Σ Ψ + S. 
L S 3 ­ l / 2 J J . 
Y· · 
' i , 3 
dove i c o e f f i c i e n t i ρ, α e γ dipendono d a l s i s t e m a 
che s i c o n s i d e r a e 
( 5 . 2 ) Ì n m = l f = Σ β , , (Φ1? H + tff J ( d = 1 , 2 , . . . , n ) 
i=1 3 3 <_., 1,3 i , 3 1 ,3 ' 
Il procedimento prosegue finché non si sia raggiunta la 
convergenza. 
Problema 1 
La risoluzione di questo problema richiede due tipi di 
iterazioni:interne ed esterne. 
Dato che il termine di sorgente è funzione dei flussi, dei 
flussi aggiunti e del parametro (áutovalore) λ è necessario 
attribuire un valore iniziale arbitrario non solo ai flussi 
integrati ma anche all' autovalore » 
Durante ogni iterazione esterna il termine di sorgente 
(5.3) Se = ­^ ν Σ Φβ 
è mantenuto costante mentre viene effettuato un certo numero 
di iterazioni interne del tutto analoghe a quelle relative 
al problema 2. 
In seguito viene calcolato il nuovo valore approssimato 
di λ secondo la formula 
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n­1 
'■»e+1 , »e+1 
e+1 . e s=1 
Σ f l e + l + Φ0"1"1 )v 
f s + l / 2 C S Φ 3 + 1 ) ν Β + ΐ / 2 
(5.k) λ ™ = λ' 
n-1 
\ Σ„ (Ie + Φβ „ )v . /o ¿i fs+l/2 S S+1 S + 1 / 2 
8=1 
dove V ./ρ rappresenta il volume compreso fra le due sfere di 
raggi rs e rs+1 . 
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6. Convergenza dei procedimenti iterativi 
Esaminiamo sotto quali condizioni i procedimenti itera­
tivi considerati convergono. 
Costruiamo in corrispondenza della caratteristica 
y = y. (i = 1,2,o.»,n) il vettore Φ. costituito da tutti 
i flussi aggiunti e flussi relativi a suddetta caratteri­
stica nell'ordine in cui vengono calcolati nel procedimento 


























(i = 1,2,...,n) 
Costruiamo in seguito il vettore 




Lo schema iterativo inerente al sistema formato dalle 
equazioni (¿+.2), (U«3) con le condizioni (i+.i;) può quindi 
essere scritto in forma matriciale 
(6.3) A ^ + 1 = ΒΦΠ + S 
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dove S è il vettore costituito dai termini di sorgente. 
Studiamo le proprietà delle matrici A e B. 
Matrice A 
La matrice A è una matrice diagonale a blocchi 
(6.14.) A = 




l'i­esimo blocco della quale ha la forma 
(6-5) Ai s 
f . Ι ι ι I 
- f V 1 i ι 0 1 · r · | 
0 Ι-Κ,η-tl i I 0 1 · . . 
ι ' · ι · 1 " ι 1 * . ι · .1 
I l I I , 
J · · · I 0 !-fc,U*I * 1 ' ! Λ ' Ι ι · . · 1 0 ι - i 
! ι 1 . . . 1 o 
ι I I 1 
¡ I I I 
Ι ι ι ι 
\ 
i l l ; 
0 | · · · , | ! 
1 I 0 ι . . · | ι 
j£/M¿'_4-_J_?_ Li M' 
ι · I · ' 
ι · t * ι E 
• - · ! 0 |-fe,H-il i ι o 
l · ' * 1 ° I"K,*L| Ί 
4 
dove si è posto ρ, i = βχρ­[Σ (χ ­χ )] . 
■•■»«J 1­1/2 ' 1»3 Ί 
La matrice A ha tutti gli elementi della diagonale 
principale positivi e dominanti e gli elementi al di fuori 
della diagonale principale negativi o nulli; ne segue che 
\ . h \ la matrice A è non-negativa: 
(6.6) A-1 ^ 0 
Matrice Β 
Per semplicità di scrittura scomponiamo la matrice Β in 
submatrici rettangolari 
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(6.7) Β = 
Βη,η Βη,η-1 '" Βη,1 
ε , Β , , ... ε . . 
η-1 ,η η-1,η-1 η-1,1 
Β1,η Β1,η-1 "·· Β1,1 
Le submatrici Β. . sono costitutite da 2(n-i+1) righe 
e 2(n-d+1) colonne ed hanno la seguente forma 
(6.8) Β η,3 
Ό 0 ... 0Ì 
o o ... oj (d = 1,2,...,n) 
(«) K'f 











• · · ♦ 
2¿,Tl­í,j 
" ■ 
. . . . 
. . · 
%/nri,] 
• · · . 

















y ή i ,1 ,3 ~ Σ4 
Ί - 1 / 2 
i , ι , 3 Σ. 






ζ . i , l , 3 2, 
S l -1 ¿2 
J l ­ l / 2 "­
' * i . l 
2. lx. ­, —χ. ­, . \ 
1­1/2 1 ' 1 1 , 1 ~ 1 ' 
1 ­ P i 1 
1 * L' \.1/2^i,i­xi,i. 
1 ­ S i . ! 
2+ (x. , ­ x . n ^ ) L t l ­ l / 2 1 ' 1 1 » 1 " 1 
Γ ­1 " P i 1 
- *τ 4 / o i , l i » l -




ß d , l - 1 
- * i , l _ 
i>] 
P J , 1 ­ 1 
ß i , l 
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._ ­a _ 
Notiamo che le due funzioni f (a) = ­'*—­— ­ e~a e 
a 1­e"a g(a) = 1 ­ — ­ — sono positive e limitate: precisamente a 
0 < f(a) *S 1 
(6o11 ) per 0 ^ a < oo 
0 < g(a) «S 1 
Tenendo presente le (I4..9) e (l+dO) si vede che tutti gli 
elementi della matrice Β sono nulli oppure positivi ed in­
feriori ad ~. Ne segue che 
(6.12) Β > 0 
Matrice A­B 
Gli elementi al di fuori della diagonale principale della 
matrice Α­B sono negativi o nulli. 
Gli elementi appartenenti alla diagonale principale possono 
essere di tre tipi: 
(6.13) 1, 1­z, -, , oppure 1­z. ­, . 
J.,­L, J 1,­L, J 
per quanto è stato detto in precedenza essi sono positivi, 
inoltre essi sono dominanti. Infatti calcoliamo la somma 
dei moduli degli elementi al di fuori della diagonale prin­
cipale; agli elementi unitari corrisponde una somma S uguale 
a zero oppure a 1. Perciò 
(6.11+) S < 1 
Agli elementi di tipo 1 ­ ζ. Ί . corrisponde una somma S. , ■ 
1,1,3 1,1,3 
data da: 
, 1 1-1 
Si,l,3 = 2 Σ*1'1'* + 2 L Z±'1'a ' ^'ì'i + Ρ ΐ · ! 
s=1 s=1 
e agli elementi di tipo 1-z. , . una somma S. -, s : 
1 , 1 , 3 ■»■»­1­» «J 
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1-1 1 
S. -, · = 2 > ν· -, + 2 \ ζ. , - ζ. π . + p. , ΰι,1,3 ¿_, *1,1, s ^ i,l,s 1,1,3 *i,l 
s=1 s=1 
valendosi delle (6.1 θ) e delle (4.9) si ottiene: 
(6.15) Sultú .1 ­ z i í l t . ; Slflfd <1 ­ zifl>d 
Si conclude quindi che 
(6.16) (A­B)"1 £ O 
Riferendosi ad un noto teorema [4, pag.89] vediamo che 
tutte le condizioni richieste da quest'ultimo sono verificate; 
si può perciò affermare che il metodo iterativo relativo al 
sistema formato dalle equazioni (4.2), (4.3) con le condizioni 
(i+.il) è convergente qualunque sia il valore iniziale arbitra­
rio attribuito al flusso. 
Una trattazione analoga applicata al sistema formato 
dalle equazioni semplificate (4.6), (4.7) con le condizioni 
(4.4) porta invece ad una condizione sufficiente per la 
convergenza, e precisamente 
Max [Σ (x. ,­x. ._ )] ^ 2 
i, d 3­1/2 
Questa condizione nasce dall'imporre che gli elementi 
al di fuori della diagonale principale della matrice A diversi 
da zero siano negativi. 
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7. Geometria cilindrica infinita 
Passiamo a risolvere con il metodo delle caratteristiche 
l'equazione del trasporto dèi neutroni ad una velocità e con 
scattering isotropo nel sistema del laboratorio in geometria 
cilindrica infinita. 
La generalizzazione del metodo di Vladimirov per geome­
trie con simmetria assiale è dovuta a Gavrilin [3] · 
Prendiamo perciò in esame 
un cilindro di altezza infinita 
e raggio R dotato di simmetria 
assiale; è noto che l'equazione 
(1.ï) prende la forma 
sin θ cos φ 9Φ(Γ.θ.*) ψ 3r 
(7.1) 2π 
sin Ψ 3Φ(ι»,θ.Ψ)' 
r Θψ 
• π 
+ Σ.(Γ)Φ(Γ,θ,ψ) = 
= ΣΒ(Γ) -fel άψ' / sin θ'άθ'Φ(Γ,θ',ψ') + S(r) 
dove il campo di definizione delle variabili è individuato da 
0 < r < R 
(7.2) 0 ζ θ =ζ π 
0 «S ψ ^  2π 
La condizione di continuità alle interfacce diventa 
( 7 . 3 ) Φ (Λ/Γ 2 +2Γ S s i n θ cos Ψ + s 2 s i n 2 d , θ, a r t g ­ r T ^ r í V ' b r A ) r cos t + s sinä 
continuo rispetto ad s 
e la condizione al contorno 
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(7.1+) KR» *» ψ) = o ­ 1 ζ cos ψ =ζ 0 
Se teniamo conto delle proprietà di simmetria relative alla 
geometria considerata, e precisamente 
(7.5) Φ(τ,θ,ψ) = Φ(Γ,π­θ, ψ) = ν(Γ,θ,2π­ψ) 
si vede che il termine integrale che compare al secondo mem­
bro dell'equazione (7.1) si riduce a 




Con lo scopo di rendere la parte differenziale della (7<>1 ) 
formalmente simile a quella relativa alla geometria sferica, 
operiamo il cambiamento di variabili 
(7.7) 
μ = cos ψ 
γ = cos θ 
Si ottiene 
(7­8) Λΐ-γ' μ 3Φ(τ,γ,μ) + 1-μ 3Φ(Γ.Υ.ΙΙ) 3r 3μ 
= 2s(r)i(r) + S(r) 
Σΐ(Γ)Φ(Γ,τ,μ) = 
dove per semplicità si è posto Φ(τ,γ,μ) s Φ(τ,θ, ψ) e 
Λ +1 ­­t 1 
*(p) = i (7.9) du' M ­ 1 Λ/1­μ« 2 i Φ(Γ,Τ' ,μ' )dr' = 
1 du' ■ 1 J. ι "­^  ; 
M o .—72 io Λ/1 ­μ' 
Φ(Γ,γ',μ') +Φ(Γ,γ',­μ') 
Sciegliamo in modo opportuno nell'intervallo 0 ^ γ «£ 1 un 
numero finito Κ di punti nodali γ, che, ad esempio, possono 
2e; 
essere i punti corrispondenti alla formula di quadratura di 
Gauss. 
Coumunque in corrispondenza di un valore γ = γ, la soluzione 
della (7.8) dipende solo dalle variabili r e μ; ponendo 
\(Γ,μ) = Φ(Γ,γ^μ) , \ = 2A/1­Y2 e Sk = S/«/1 ­γ2­ si ha 
3Φ, (τ,μ) . 2 3Φ. (τ,μ) 
(7.10) μ ­ V " + -Ψ- ­^θμ— + V P ) ^ ( Ρ · μ ) = V ( r ) , ( r ) + 
+ Sk(r) 
(k = 1,2,..oK) 
Ogni equazione del sistema (7·1θ) è formalmente simile 
all'equazione valida in geometria sferica e può essere integrata 
numericamente in modo del tutto analogo. 
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8. Formule di approssimazione 
Le formule ricorrenti, analoghe alle (4.2) e (4.3), a 
cui si perviene sono : 
Φη . . = Φ, . k,i,d ~ k,i,3-1 Pk,i,3 + 
2 $-+Sv · . Sk,d-l/2 J K'J. 
1 




1 - p k t i t t 1 
^ , 3 - ΐ / 2 ( Χ ΐ ^ " Χ ΐ ^ Η ^ 
1 "Λ.1..1 . 
t , 2 t ( X i i~ X i i - t ' 
% d-1/2 L- V 3-1/2 l t 3 1 , J 1 
- Ρ k,i,3 
( 8 . 1 ) 
Φ* . . . = Φ* . . ρ . , . + k , i , 3 - 1 k , i , 3 ^ k , i , 3 
Σ Φ'+S, . 
L sk, d-1/2 J K > 3 . 
2 Φ. .+S, . , 




1 - Pi 
ζ (xT -x ; ~ pk, i ,d 
^ , 3 - 1 / 2 1 ' 3 1 , ; J 1 
L bk, 3-1/2 : k , 3 -1 /2 
1 -
1 - Pi. " k , 1 , 3 
3+ (x, i -x 1 i . ) 
( i = 1 , 2 , . . . , n - 1 ; d = i + 1 À+2, . . , n ; k = 1 , 2 , 0 0 . , k ) 
dove l ' i nd i ce k cara t ter izza la dipendenza da γ. k° 
E' da rilevare che in questo caso Φί . . non ha più il 
κ,ι, 3 
significato di flusso aggiunto, vale semplicemente la relazio­
ne 
(6°2> «¡5,1,3 = §k(xi,3'yi} = V ­ X i , 3 ' y i } 
Si procede al calcolo dei termini integrali Φ. mediante 
formule di quadratura : 
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(8.3) Φ­j = Σ °^\,3 (d = 1,2,».ο,η) 
dove i coefficienti α. godono delle seguenti proprietà: 
(8„4) o^ > 0 (k = 1,2,o..,K) 
Κ (8o5) Σ α = 1 k=1 * 
Nel caso in cui si suddivida l'intervallo 0 < γ ^  1 in 
Κ intervalli uguali si pone 
(8.6) «k = κ (k = 1,2,...,K) 
mentre nel caso in cui ci si valga della formula di Gauss 
gli ex sono i pesi relativi agli zeri dei polinomi di 
Legendre. 
Abbiamo posto inoltre 




i=2 ^ ^ì - X 
(d = 2,3,...,η) 
Supponendo Φ^Χρ­^­χ ) e ^(Χ,Λ/Ζ^­Χ ) lineari negli 
intervalli considerati si ottiene 
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Φ, k , d π \ , 1 , 3 + Φ£,1,3 Ö i , d + \ , i - 1 , d + ^ , i - 1 , d ° i - 1 , 3 
( 8 0 8 ) 
i =2 
3 
Φ, . .+ Φ* , . K-f 1 ,3 x» 1 ,3 β! · 1 ,3 
1=1 
d o v e 
2 „2 3 = ! M r - x f . ^ r 2 ­ x 2 , . 3 i ­ 1 , 3 
(8 .9) 
- χ.· 1,3 
ο 
a r t g 
­ 1 
χ . . . 
1-1 t ,1 -
Χ . 
­ a r t g 1 . . 1 
,yr2­x2 . 3 ι , 3 
i , 3 X i - 1 , d X i , 3 
^r2­x? , ­ ^r2­x2 , . 3 i , d 3 1­1,3 
" X i ­ 1 , 3 
χ 
a r t g i - 1 . A. ­ a r t g 1 " 1 
^ r 2 ­ x 2 3 i - 1 ,3 *H.3-
β ί , 3 = * ° 1 , d 
(8.10) ß ^ d = y*íf¿ + ° i t j \ per i = 2 , 3 , . . . , 3 ­ 1 ( d = 2 , 3 , . . . ,n) 
β'. . = - òA . JtJ π d , 3 
I coefficienti β'. . godono delle seguenti proprietà: 
1,3 
(80II) β! , > 0 (d = 1,2,...,η; i = 1,2,o.o,d) 
± t o 
perchè integrali di funzioni positive, e 
3 
(80I2) ßi 1 1,3 (3 = 1,2,...,η) 
i=1 
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Gome conseguenza della condizione di continuità alle inter­
facce (7.3) si 'ha che per ogni valore γ, di γ i ¿"lussi Φ. . . 
e Φ* . . sono continui lungo ogni caratteristica y = y.o 
Κ, 1,3 1 
Lo schema semplificato che si deduce dal sistema (8.1) è 
dato da 
1­1/2 Σ (χ. .­χ ) 
x v η _ Η / ρ 1 » 3 ι » 3 ­ ι 
χ, 1,3 ­κ, 1,3­1 1+1/2Σ. (χ, .­χ, .) 
^ ,3 ­1 /2 1 , d i'°"1 
Σ (1.+1. Λ )+8, .+S, . . 
L s k , d-1/2 3 3~1 k ' 3 k ' 3 ~ 1 
l /2^i..rxi..i-i) 
1+1/2Σ (x. ,­x. ) 
^ ,3 ­1 /2 1 ' 3 1 , a 1 
( 8 0 I 3 ) 1­1/2Σ. (x. .­x , ) • I r Λ-Α /O 1 » 3 1 , 3 ­ 1 φ* _ φ* £LiJ—U­6 + k,i,d­1 *k,i,3 1 + 1 / 2 Σ (x x ) 
^ ,3 ­1 /2 i > 3 i » 3 1 
Σ ("Φ.+Ι. . )+Sn ,+Sn . , 
L S k ,d - l /2 3 3 H k ' 3 k ' 3 " 1 J 
1 / 2^1.J-X i . ,1-1^ 
1+1/2Σ, (x - x . k, 3­1/2 i t ú i ' 3 " 1 ) 
( i = 1 , 2 , o . o , n ­ 1 ; d = i + 1 , i + 2 , . . . , n ; k = 1 , 2 , . . 0 , K ) 
Sia al sistema (80I) che al sistema (8.13) vanno abbinate le 
condizioni al contorno 
( 8 0 I 4 ) 
Φ* . = 0 k , i , n 
Φ = Φ* 
Tc,i,i x , i , i (i = 1,2,..o,n; k = 1,2,..·,K) 
Analogamente a quanto è stato fatto in geometria sferica per 
la risoluzione dei sistemi (8.1 ), (80I3) ci si vale di tecniche 
iterativeo 
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9ο Convergenza dei procedimenti iterativi 
Data l'analogia formale stabilita fra le equazioni 
'valide in geometria cilindrica infinita e quelle valide in 
geometria sferica, possiamo basarci per l'analisi di conver­
genza dei procedimenti iterativi su quanto è già stato stabi­
lito nel § 60 
In corrispondenza di ogni valore Yk di γ (k=1 ,2,...,K) 
costruiamo un vettore Φ del tutto simile a quello dato dalla 
(6.2). 
Il sistema (80I ) con associato le condizioni (80I3) può 
venire scritto in forma più compatta 
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( 9 . 1 ) Α1ζΦ1ζ = B k Σ α Φδ + S k (k = 1 , 2 , . . . , Κ ) 
8=1 
ν dove S è il vettore che rappresenta il termine di sorgenteo 
Le matrici A (k=1 ,2,.o.,K) si differenziano dalla matrice A 
data dalla (6.4) solo per il fatto che troviamo gli elementi 
pT" . = exp[­2. (x. .­x. . )] al posto degli elementi 
i,3 Te, d­1/2 X'3 1,3~1 
p. .; esse godono quindi delle stesse proprietà di A : 1,3 
(9.2) (Ak)"1 5*0 (k = 1 ,2,ooo,K) 
Le matrici Β , anche se l'integrazione sulla variabile μ 
è diversa in geometria cilindrica sono analoghe alla matrice Β 
data dalla (6«7) nel senso che ad elementi nulli della matri­
ce Β corrispondano in egual posizione elementi nulli nelle 
k — — 
matrici B e agli elementi positivi y. ­, ., y. ­, . e ζ. , ·, ζ. , . 
corrispondono gli elementi positivi yk 1 ., yk 1 . e zk 1 ., ik Ί , : 1,1,3 
dove 
yk _ ak. 1-1/2 
*1»1,3 Σ. 
^k, 1-1/2 
1 - pi.i k · 
\ , ^xi i"xi i_J " PÌ,I 
• UV Ί_1 /O 1 » X 1,1-1 Jk, 1-1 2 
βί,1 




y i , l , 3 
3k. 1­1/2 
1­P i , l 
\ , 1­1/2 ^ , 1 ­ 1 / 2 i , : L i , : L " 1 
­ Ρ .k i , l ßd,i­
J i , l , 3 
S k . 1 ­ 1 / 2 I 1 „ 
Dk, 1 ­ 1 / 2 
υ 1­P' i x i . Sci-i^*1·1"*1»1-1' "3.1 
ne segue che 
( 9 . 4 ) Β > O ( k = 1 , 2 , o . . , K ) 
Costruiamo un nuovo v e t t o r e Φ' ne l modo seguente : 




la matrice diagonale a blocchi 
1 




che, tenuto conto della (9.2), gode della proprietà 
(9.7) (A') H > 0 
e infine la matrice 
(9.8) Β ' = 
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1 1 cc Β ' α2Β ' 
2 2 α, B ¿ cc B ¿ 
1 2 
α.Β ΟρΒ 
« t f 
°κ: Β 
α^Β Κ 
Valendosi d e l l e (9 .4) e (8 .4) s i deduce che 
(9.9) B ' > 0 
Il sistema (9»1) assume quindi la forma 
(9.10) Α'Φ' = ε' Φ' + s' 
dove S' è il vettore relativo ai termini di sorgente 
Restano da esaminare le proprietà della matrice A'­ε'. 
Si vede facilmente che la matrice A* ­ ε' ha tutti gli elementi 
al di fuori della diagonale principale negativi o nulli. Per 
quanto riguarda gli elementi della diagonale principale essi 
sono di tre tipi 
(9.11) 1'1­°kzÌ,l,3 ° P p U r e 1­°Χ^,1,3 
Calcoliamo le somme dei moduli degli elementi della 
matrice A'­ε' al di fuori della diagonale principale: in 
corrispondenza degli elementi unitari si ottiene una somma S 
uguale a zero oppure a 1, perciò 
(9.12) S < 1 
in corrispondenza degli elementi 1­α,ζτ ­, .si ottiene una 1, χ 1,1,3 somma S., Ί ., data da 1,-L, j 
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ι π —^  
SÏ,I)3 ■ Σα°Ιζ ¿ ^>*+ 2 ti 2i'1·*] ■ ^ - w + pti 
s=1 
­k ­k e in corrispondenza degli elementi 1­z. , . una somma S. ­, ., : i,x,3 i,x,j 
— 1­1 1 
Sk , · = V OL ¡2 Σ yk ­, . + 2 Σ zk Ί .] - α. zk _ . + pk Ί °1,1,3 Z^ s l t=1 1»1»t t=1 1»1»tJ * i»1»3 ^1,1 
s=1 
Come conseguenza delle (8.5), (9·3) e delle (8.12) si ha 
(9.13) Síjl>3 < 1­Vi(l,3 « Í.1.J * 1"VÌ,l,j 
Gli elementi della diagonale principale della matrice A'­B' 
sono perciò positivi e dominanti e la matrice A'­B' gode della 
proprietà 
(9.14) (Α'­ε'Γ1 > 0 
Si conclude che il procedimento iterativo relativo al 
metodo considerato è convergente. Per quanto riguarda il si­
stema semplificato costitutio dalle equazioni (8.12) e dalle 
condizioni (8.13) una trattazione analoga porta ad affermare 
che condizione sufficiente per la convergenza è che 
2s , (xi l"xi 1­1 ) . si_i/o 1»3 1,3­1 
(9.15) Max — 3 v < ¿ ^ 2 
condizione quest'ultima che nasce dall'imporre che gli elementi 
della matrice A' al di fuori della diagonale principale siano 
negativi. 
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10o Geometria cilindrica finita 
Prendiamo in esame un cilindro di 
altezza finita Ζ dotato di simme­
tria assiale. In questa geometria 
la dipendenza spaziale del flusso 
avviene oltre che attraverso la 
variabile r anche attraverso la 
variabile z, mentre la direzione 
a della velocità è individuata 
come in geometria cilindrica in­
finita dagli angoli θ e ψ. 
L'equazione (1.1 ) assume la forma: 
sin θ cos ψ 3Φ(Γ.ζ.θ.ψ) _ sin Ψ 3Φ(Γ.ζ.θ.ψ) 3r 3ψ 
+ c o s θ 3Φ(^ζ,θ,ψ) + Σΐ(Γ,ζ)φ(Γ,ζ,θ,ψ) 
(1Ό„1) . 2 π . π 
= Σ 3(Γ,Ζ) Γ ^ / άψ' / sin θ'άψ'Φ(Γ,ζ,θ',ψ') + s(r,z) 
dove il campo di definizione delle variabili è 
(10.2) 
0 ^ r ^ R 
0 =ζ ζ ^ Ζ 
0 < θ ^ π 
0 < ψ < 2% 
e la condizione al contorno è espressa da 
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Φ(ΐί,ζ,θ,ψ) = 0 se -1 < cos ψ ^  0 
(I0o3) Φ(τ,0,θ ψ) = 0 se 0 «S cos θ < 1 
φ(τ,Ζ,θ,ψ) = 0 se -1 < cos θ «S 0 
8asandosi sulla figura si deduce facilmente la condizione di 
continuità alle interfacce: 
(l0./i) Φ(Λ/Γ +2rs sin θ cos Ψ + s sin θ, z+s cos θ, θ , 
artg r,i,STn · Λ) continuo rispetto ad s 
B r cos ψ + s sm θ * 
Procedendo come per il cilindro infinito si arriva al sistema 
di equazioni 
ΒΦ^Γ,ζ,μ) 1­μ2 ΒΦ^Γ,ζ,μ) Yk ΒΦ^Γ,ζ,μ) 
μ ãr + ~r 3ÎI + r 3z + 
(10O5) 
+ Zt (r,z^k(r,z^) = Σ8 (r,z)I(r,z) + Sk(r,z) (k=1,2,... ,K) 
dove la variabile γ è stata discretizzata nel modo seguente i 
(10.6) ­1 < Y1 < Y 2 < ... γ^ 2 < 0 < YK/2+1 ... < YK < 1 (K pari) 
e Φ(Γ,Ζ) è dato da 
, ■ 2% ■ % 
Φ(Γ,Ζ) = ¿ / αψ' ƒ sin θ'άθ'Φίτ,ζ,θ',ψ') = 
= ·£ζ Ι άψ·/ sin θ'άθ'ΦζΓ,ζ,θ',ψ') = « y . d*7o 
(10.7) , ..+1 ,+1 _ ^ _L , dYi / —fllL- Φ(Γ,ζ,γ',μ') = ¿7C i­1 i­1 u .2 ^1­μ'2
=-j1^y.r^^,z-') 
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In quest'ultima formula si è fatto uso della proprietà di 
simmetria relativa alla geometria considerata, e cioè 
(IO08) Φ(τ,ζ,θ,ψ) = Φ(τ,ζ,θ,2π­ψ) 
I coefficienti OL sono i pesi relativi ai valori γ. di γ> 
sono positivi e soddisfano alla relazione 
Κ 
(10.9) Σ α = 2 
k=1 κ 
A questo punto operiamo il cambiamento di variabili dato dalle 
(3.1); il sistema (10.5) viene trasformato in 
3Φ (x,y,z) γ 3Φ (x,y,z) ­5—„­k ^ + Ά —^ + 2+ Ux¿+y¿,zK(x,y,z) 
(IO0IO) 
3x 5— 3z tv 
= Σ3 (A/x2+y2,z)^x2+y2,z)+Sk(<Vx2+y2,z) (k=1 ,2, . .. ,K) 
k 
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11 o Metodo globale delle caratteristiche 
Si presenta ora il problema di integrare numericamente 
l'operatore differenziale che compare al primo membro delle 
equazioni del sistema (10.10). 
Tale problema può essere superato in vari modi ; quello 
che si presenta forse più spontaneo è suggerito dalla condi­
zione di continuità alle interfacce (1O.4). Precisamente l'in­
tegrazione viene effettuata lungo le traiettorie dei neutroni, 
che costituiscono linee caratteristiche dell'operatore diffe­
renziale. Lungo queste direzioni la condizione (10.4) impone 
che il flusso sia continuo. 
Questo metodo viene inoltre suggerito da R.D. Richmyer [5] 
per risolvere l'equazione del trasporto non­stazionaria ad una 
velocità,con scattering isotropo, in geometria sferica, di una 
equazione quindi formalmente simile alle (10.5). 
Le linee caratteristiche delle equazioni (10.10) costi­
tuiscono delle famiglie di rette date da: 
Y 
(11.1) f| = - τ = U = 1,2,...,κ) 
^1­Y2 
Indicando con ξ, la variabile indipendente misurata 
lungo le k­esime caratteristiche il sistema (10.10) può 
essere riscritto 
9$^(x,y,z) ~~õ—õ 
(11.2) —iLg7 + 2t (Vx¿+y¿,z^k(x,y,z) = % k 
= Σο Ux2+y2,z)^x2+y2,z)+S, (*/x2+y2,z) sk x 
(k = 1,2,...,K) 
Discretizziamo la variabile ζ : 0 = z. < z? < ... < z = Z 
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In prospettiva il reticolo tridimensionale considerato 
appare come in figura : 














R Ο Λ. ■ 
», \ Δ* \ 












Da quest'ultima figura si vede che se Q è il punto a 
cui converge una delle k­esime caratteristiche il punto Ρ, , 
da cui suddetta caratteristica esce, può appartenere a seconda 
del valore γ, di γ ai lati A±, B± . 
Integrando numericamente, come è stato fatto nelle altre 
geometrie, e considerando per semplicità il solo schema sempli­
ficato (che sarà poi quello utilizzato nella realizzazione dei 
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programmi numerici) si ha: 
1-1/2ΣΪ ( ^ ) [ ^ ( Q ) - ^ ( P k ) ] 
\ t e ) = \ ( p k ) 1+1/2ΣΪ (ρ^)[ξ1ς(ςι)-ξ1ζ(Ρ1ζ)] 
(no) + ; ""^Z .^ .ΛΛ- - Κ (pkQ)lA(Q)+*k(pk)] + 
l/2[^(Q)-^(Pk)] 
1+1/2Zt (\^)[êk(Q)­^k(pk)] L S k ' 
+ Sk(Q) + Sk(Pk)ì (k = 1,2,. . . ,K) 
dove con Σ. e Σ (P^Q) si è indicato il valore delle sezioni t S 3 
d'urto nella regione a cui appartiene il segmento di carat­
teristica PkQ o 
E' da tenere presente che per effettuare l'integrazione 
numerica si deve procedere, per ogni valore zQ della variabile 
ζ, da sinistra verso destra poiché sul quarto di circonferenza 
esterna, ottenuta mediante la trasformazione (3»1), compresa 
nella parte di piano χ < 0 , y > 0 , è noto il valore del flusso 
tramite le condizioni al contorno (10.3)· 
Si deve procedere inoltre dall'estremo superiore del 
cilindro verso l'inferiore per tutti i valori γ, della varia­
bile γ tali che γ, < 0 e dall'estremo inferiore del cilindro 
verso il superiore per tutti i Yk > 0 sempre per il fatto 
che per γ, < 0 è noto il flusso sul piano ζ = Ζ e per Yk > ° 
è noto il flusso sul piano ζ = 0 , entrambi dati dalle condi­
zioni al contorno (10.3). 
Nelle equazioni del sistema (II.3) compaiono delle 
funzioni dei punti Pk che in generale non coincidono con 
i punti nodali del reticolo o 
Per calcolare i flussi soltanto nei punti nodali 
è necessario introdurre delle formule di interpolazione 
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che permettano di valutare i flussi nei punti P, in funzione 
di quelli calcolati nei punti nodali adiacenti. 
Per questo ci basiamo su quanto è stato fatto da H.Bo 
Keller [6]. 
La tangente λ. della caratteristica k-esima è data da 
λ - k 
Se definiamo 
(11.4) \ - t A \ 
si possono presentare quattro casi: 
k £ 1 
\ * 1 
\ ^ - 1 
se 
se 
P k * A -
P k * A + 
(11-5) 
θ, ^ 1 
0 .< $k ζ 1 se Pk e ε_ 
■1 ζ dk ζ 0 se Pk é ε + 












se Pk 6 B ± 
)Φ1ζ(Ρ) se Pk £ A ± 
L'incremento della variabile L· lungo la caratteristica k-esima 
è dato da 
ΔΧ/Λ/1 ­rf 
(11.7) ^ ( « ) ­ ^ ( ρ ^ 
Δζ/ Υπ, 
se Pk é A+ 
se Pk 6 B ± 
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12ο Metodo misto 
Vladimirov [2] suggerisce per risolvere il sistema (10.10) 
un secondo metodo che chiamiamo misto dato che utilizza il me­
todo delle differenze finite per quanto riguarda la variabile z0 
Dopo aver discretizzato la variabile ζ : 0 = ζ.<z0...<z = Ζ 
1 2 p 
prendiamo in esame il generico intervallo ζ «ï ζ ^  ζ .. 
m m+1 
Sia ζ , /ρ il punto medio di tale intervallo; poniamo 
\ m+l/2^X,y^ Ξ \^X,y,Zm+l/2^ e aPP r o s s i m i a m o l a derivata che 
compare nelle equazioni (10.10) con il relativo rapporto 
incrementale. Si ottiene: 
a \ . m + l / 2 ( x ' y ) , \ \ . m + 1 ( x ' y ) ­ \ . m ( x ' y ) , 
3x ~ ζ , , ­ ζ 
( 1 2 O 1 ) + 2 V m . , / o U X + y ) $ k , m + l / 2 ^ y ) = 
= \ > m + l / 2 ^ x 2 + y 2 ) \ + l / 2 ^ x 2 + y 2 ) + S k , m + l / 2 ^ x 2 + y 2 ) 
k = 1 , 2 , o . . , K 
m=1 , 2 , 0 · · ,p ­1 
Facendo l'ipotesi che il flusso sia lineare in ogni intervallo 
ζ ^ ζ ^ ζ ^ , e precisamente 
m m+1 ' 
( 1 2 ° 2 > 2 \ , m + l / 2 ( x ' y ) = \ , m ( x ' y ) + 4k,m+1 ( x ' y > 
i l s i s t e m a ( 1 2 . 1 ) assume l a forma 
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9 $ k . m + l / 2 ( x » y ) + 3x Σ (<Vx¿+y¿) + . k ,m+l /2 
2K\ i 
u 2 ζ . - ζ _ Λ/1­γ m+1 m 
\ , m + l / 2 ( x ' y ) = 
= Σ ( ^ x 2 + y 2 ) ï ( ­ y x 2 + y 2 ) + S k _ , , / ? ( V x 2 + y 2 ) + s k , m + l / 2 X,m+l/2 
+ 2J5¿ ^ _ 
2 ζ —ζ ■K-»J-Λ/1 ­ γ , m+1 m ' k 
X—1 , 2 , o . o , i v 
m=1 , 2 , . . . ,p­1 
dove 
( 1 2 . 4 ) 
1 = m se Y, > 0 
1 = m+1 s e γ, < 0 
Ponendo 
2. 2· S k , m + l / 2 ( x ' y ) = S k ,m+ 1 /2 ( ' 7 X + y ) + 
( 1 2 . 5 ) 
2 K\ 1 
Λ/1 ­ γ , zm+1 m 
\flU,y) 
ΣΪ .2 . 2 2. 2· U x N - a r ) = Σ. ( ^ x ¿ + y ¿ ) + 
J k,m+l /2 b k,m+l /2 
+ iÎ2kl_L 
u 2 ζ ­ z Λ/1 ­ γ . m+1 m 
s i ha i n f i n e 
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k=1,2,.oo,K 
m=1 ,2, o o o ,p-1 
Cioè per ogni k ed ogni m abbiamo ottenuto una equazione 
formalmente simile alla (3o3) valida in geometria sferica 
e può quindi essere risolta in modo completamente analogOo 
E' da rilevare che nel metodo misto la condizione di con­
tinuità alle interfacce (10.4) non implica la continuità 
del flusso nella direzione di integrazione, non si può cioè 
affermare che Φ, /p(x,y) sia continuo rispetto alla varia­
bile χ anche se nel procedimento di integrazione è necessa­
rio supporre che tale condizione sia verificatao 
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13. Geometria di sezione rettangolare e altezza infinita 
Applichiamo infine il metodo delle caratteristiche alla 
geometria di sezione rettangolare 0 ^ x ^ X , 0 ^ y < Y e 




1 θ ^ - > 
'V/ 
ì* 
In questo caso l'equazione del trasporto dei neutroni diventa: 
in θ j c s m θ cos ψ 3Φ(χ..ν. θ.ψ) + 3χ sin ο, 9Φ(χ,,Υ,θ,ψ)' ψ 3y 
(13.Ι) 
dove 
+ Zt(x,y)í(x,y,e,i|0 = 2B(x,y)*(x,y) + S(x,y) 
, · 2π · π 
i(x,y) = ¿ / <*Ψ' / αθ'εΐη θ' Φ(χ^,θ«,ψ' ) = 
(13.2) 
1 2π π/2 = 2π / ά ψ' / dö'sin θ'Φ(χ,γ,θ',ψ·) 
dato che la geometria considerata gode della proprietà di 
simmetria: 
(13.3) Φ(χ^,θ,ψ) = Φ(χ,3τ,π­θ,ψ) , 
e dove il dominio di definizione delle variabili è dato da 
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0 «S χ ^  χ 
O ^  y < Υ 
(13.U) 
Ο ^ ψ «ί 2% 
Ο «£ θ < π/2 
Le condizioni al contorno sono 
Φ(Χ^,θ,ψ) = 0 per | < ψ < | π 
Φ(χ,Υ,θ,ψ) = ο per π < ψ <, 2% 
(13.5) , % , φ(0,γ,θ,Ψ) = 0 per 0 < ψ < ^ β ^ π < ψ ^ 2 π 
Φ(χ,Ο,θ,ψ) = 0 per 0 < ψ «S π 
e la condizione di continuità alle interfacce 
(13.6) s(x+s sin θ cos ψ, y+s sin θ sin Ψ,θ,ψ) 
continuo rispetto ad s 
Poniamo γ = cos θ ; discretizziamo la nuova variabile γ , 
0 < γ. < Y 0 < o o o < Y x r < 1 e la variabile angolare ψ , 
' TT 
0 < ψ. < Ψρ ... < ψ < 2π (ψ, / multipli di — ) . In corri­
spondenza di ogni valore γ, di ψ e ψ, di ψ si ottiene, divi­
dendo per Λ/1­γ? , 
9*k x(x,y) 3 \ 1U.y) , . , . 
c o s *i ' 3x + s i n ψ ι ~ d ï — · + \ (x>y)\,i(x>y) « 
(13.7) 
= Σ8 S(x,y) + Sk(x,y) (k = 1,2,...,K) 
k (1 = 1,2,.o.,q) 
Le linee caratteristiche dell'operatore differenziale che 
compare nelle equazioni del sistema (13.7) sono individuate da 
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(13.8) ^ = tg* dx ΒΨ1 
Se chiamiamo ξ, la variabile indipendente misurata lungo 
­suddette caratteristiche il sistema (13.7) può essere 
scritto : 
(13.9) 
a\.i ( x> y ) 
3£, + Σ, (x,y)& ­, (x,y) = xk,l ic»1 
= 2^k(x,yMx,y) + Sk(x,y) (k = 1,2,...,K) 
(1 = 1,2,...,q) 
La condizione (13.6) assicura la continuità del flusso 
Φ, (x,y) rispetto a ξ,. 
A questo punto discretizziamo le variabili χ e y : 0 = χ < x? 
Sia (4 un punto del reticolo nel piano x­y a cui converge la 
caratteristica l­esima. Come si vede in figura il valore di 
ψη determina la pendenza della caratteristica che può giacere 
nel primo, nel secondo, nel terzo oppure nel quarto quadrante· 
Comunque se si integrano numericamente le equazioni del siste­
ma (13.9) tra il punto Ρ , da cui esce la caratteristica, e il 
punto Q si ottiene, nello schema semplificato, il sistema 
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i ­ | z t ( ρ ^ ) [ ξ ( « ) ­ ξ ( Ρ 1 ) ] 
Φ , ( Q ) = Φ, . (ρ. ) ——* + 
^ ν V i1 + . l2 t (Ρ^)[^)- ξ(Ρ ι)] 
( 1 3 Ο 1 0 ) , . Λ l /2[Ç(Q)­Ç(P n ) ] 
+ j2 (Ρ Ί ς ) [Φ(ς )+φ(ρ Ί ) ] + s. (Q)+s ( Ρ ) ^ 
t Sk Χ Χ k k 1 J1+l2t [ς((ΐ)-ξ(Ρ1)] 
Χ — 1 , 2 , o . o , l \ 
1 = 1 , 2 , o . o j q 
dove 
Δχ/j cos ψ, J 
(13.11) ξ(«) - ξ(Ρ χ ) = 
per Ρ, appartenente ai lati 
paralleli all'asse y 
Ay/|sin *1| per P, appartenente ai lati 
paralleli all'asse χ 
Per la valutazione di una funzione f nel punto Ρ, , in 
generale non coincidente con un punto nodale del reticolo, 
si usa la formula di interpolazione 
(13.12) f (P, ) = ( l - t ) f ( z ) + t f ( c ) 
dove 
t - A x -t - Ay 
Ζ = B 
t g * ! per Ρ appartenente a i l a t i 
p a r a l l e l i a l l ' a s s e y 
(13.13) 
t = Δϊ. Δχ 
Ζ = A 
cotg ΨΊ per Ρ appartenente a i l a t i 
p a r a l l e l i a l l ' a s s e χ 
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14· Esperienze numeriche 
Sono stati realizzati dei programmi numerici che risolvono 
il problema 1 e il problema 2 nelle varie geometrie trattate 
precedentemente utilizzando le formule dello schema semplifica­
to. I programmi sono scritti in PORTRAN IV per il calcolatore 
IBM 7090. 
Ξ' stata condotta una serie di esperienze numeriche si­
;he per confrontare il metodo S di ( 
metodo delle caratteristiche qui sviluppato, 
stematich Carlson [8] con il 
Sono riportati i risultati ottenuti con questi due metodi. 
Per quanto riguarda il problema 1 è dato il valore dell'auto­
valore massimo in modulo, il "test di convergenza" del quale è 
¡¿fHJ ­ *(e) « ε 
ed è tracciato il grafico dell'autovetture corrispondente. 
Per quanto riguarda il problema 2 è tracciato il grafico 
della soluzione della equazione (ï.1) in corrispondenza di un 
termine di sorgente prefissato. 
Per accelerare la convergenza del metodo iterativo im­
piegato è stata utilizzata la tecnica di over­relaxation pun­
tuale; precisamente dato lo schema iterativo 
ΑΦη+1 = ΒΦ11 + S 
esso viene modificato in 
ΑΦ11"1"1 = (ΐ-ω)ΑΦη + ω(ΒΦη+3) 1 ^ ω < 2 
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Relativamente alla geometria sferica è riportato un grafico 
che mostra come varia il numero di iterazioni necessarie per 
raggiungere la convergenza al variare del fattore ω di 
over­relaxationo 
Nelle geometrie cilindriche sono stati usati due metodi 
per integrare il flusso lungo la variabile angolare γ (coseno 
dell'angolo formato da Ω con l'asse z): 
a) L'intervallo di integrazione è stato suddiviso in Κ sub­inter­
valli uguali Δ e come punti nodali sono stati presi i loro 1 punti medi con pesi g o 
b) I punti nodali sono costituiti dagli zeri dei polinomi di 
Legendre secondo la formula di quadratura di Gauss che ne 
determina i pesi [8]» 
Le esperienze numeriche effettuate mostrano però che non 
vi sono notevoli differenzefra i risultati ottenuti con questi 
due metodio 
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NUMERO DI ITERAZIONI IN FUNZIONE PEL FRTTORE DI 
OVPR - RE LBXftTION 







* * · ^ . 




I CASO Problema 1 N REGIONI : 2 
Regione νΣ. 
,294646 »256320 .O632589 
.339836 .313654 
II CASO Problema 1 N REGIONI 
Regione νΣ, 
1 .294646 .256320 .06325589 
.339836 .313654 .0 
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TEMPO MftCCHItift = O.083ll. 
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SFER-fi [ A U T O V A L O R E ] 
■f CARATTE RisriCHE 2íiKTeRVfiLLi E= io" / ' λ « ¿.570*8 
. S K n.NTERVOLU ε = ΙΟ"4 λ » 4 . 5 ? 32 i | 
TEMPO MACCHINA =0.039 L. Cds-i .9 





1areg 64 2areg 96 3areg 160 4areg 216 r 





8=10" TEMPO WACCHIIÌA »o.oo.li 
£ = I O " S TEMPO HftCCHIMA =0.00 9 K. w«¿.9 
U1 
3 * Re&- 216 r 
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Geometria cilindrica infinita 
I CASO Problema 1 N REGIONI : 2 
Regione νΣ. 
.294646 .256320 .0632689 
.3398 ,313654 .0 
II CASO Problema 1 Ν REGIONI : 4 
Regione Σ, νΣ, 
1 .294646 .256320 .0632589 
2 .339836 .313654 .0 
3 
4 
.294646 .256320 .0632589 
.339636 .313854 .0 




.294646 .256320 1. 
,359836 .313654 0< 
,294646 .256520 1< 
.339836 .313054 0, 
I CASO 
Φ 
CILINDRO INFINITO [fiÜTOVft LORE] 
+ S , * ΐ± INTERVALLI ε = IO"*4 λ = Ί . 628-ί 5 TEMPO MAcCttlNffrwO. lol V. 
• CARATTERISTICHE 2? INTERVALLI fc =. 2 . ΙΟ_ ί | λ = 4 - 6 2 5 4 5 TEMPO MftccwKiA-aiHh·. OJ=4.9 
-+-






\ Ν^ cm.. 
1Qreg 112 2 α reg 216 r 
UI 
-«J 
φ I f CASO CILINDRO INFINITO [flUTO VAL0R&] 
+ S u λ =4.5?- 95" 2*itfT. £ «lo" TEMPO M/WXHIKÌA-* O.O ìik. 
• CARATTERISTICHE λ _ 4.5? f + 2íikíT. £ = / 0_/< ΤΤΜΡο MHCttl»lA=O.I I f h . C J * ^ 
O l 
OD 
0 8 64 2°reg 96 
UT "CASO CILINDRO INFINITO [ S O R & E N T E ] 
+ S * ΙΨ INTERVALLI £ s IO TCHPO HACtttlkífr= 0.044 L 
• CARATTERISTICHE 2> iKfreRvftLLi E = \ " 5 TEMPo ttflccHiiflv- O.oiii lu. C O - i . 9 
0 6 
VJ1 
I a reg. 64 2a reg. 96 3a reg. 4a reg. 
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Geometria cilindrica finita 




,294646 .256320 .0632569 
•339836 ,313654 .0 
II CASO Problema 1 Ν REGIONI : 4 
lì 
ζ cw 























.663896 .195982 1. 
.386907 .191751 0. 
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CILINDRO FltflTO [fll/TOVALORE] 
+ METODO GLOBALE DELLE CARATTERISTICHE 
E» i . 3 10"* 1 = 0 . 9 8 0 0 3 8 TEMPO M(lCCH-IIÍB^0.i2f k. 
λ = O.Sf59o9 TEMPO MOccHiklB =0.200 k. 
ALTEZ2A CWlSA Irf l / j INTERVALLI 
(Ú =4.5 
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I ' CASO CILINDRO FINITO [AUTOVALORE] 
χ METODO MISTO λ= .96τ^ 95Γί> g= SU'0 τ.η. = o.ioL,k. ω= 1.5 
• S n 1 = . 9 t 0 m E- io ' a T.M=o.¿ooli. 
ftLTEiZA D IVI s ft ι tf 4 L| IKTERVA-LLI 
1 a reg 2 a reg 
64 
I " CASO 
CILINDRO FINITO [RUTOVALORE] 
+ METODO 6L0BALE <1=0 .¥ ϊ993ο ' ε=1 .6 - Ι θ " T.M.= o.iisV. 
A = o . W % 9 5 ε =xI.5"IO-3 T.M= O.¿00 k. 
1Qreg 2a reg 3°reg 4a reg 
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IH CASO 
• METODO GLOBALE 
CILINDRO FINITO [SORGENTE] 
ín IO" TEMPO MftO-WKA >O.OM lt. 
£ = IO"*· TEMP« MACCHIITA «0.060k ω = <4.5 
ALTEZZA DIVISA I»Ì LU itfTeRVftLLt 
ία reg 2α reg 
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CILINDRO FINITO [SORGENTE] 
m CASO X METODO MISTO t = u f TtMPo MUCCHI if n a o.o Soli. £i)=.4.5 
ALTEZZA DIVISA |« 3 4 INTERVALLI 
5» e - | 0 ~ 4 TEMPO HACCHlUA = O . O ì ì II. 
ALTEZZA WVISA IM ¿k INTERVALLI 
1Q reg 2° reg. 
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Geometria di sezione rettangolare e altezza infinita 
N REGIONI : 2 
Regione 
.663896 o195982 o1 
.366907 .191751 .0 
II CASO Problema 2 
A 








I CASO RETTRNG-OLO DI flLTE"Z"Zft INF lN lTñ ["fìl/TO Vfì LORE] 
χ CARATTERISTICHE λ = 0.498ί|8ΐ e = {O'1* T.M. = 0.0*81.. α)«4.5" 
• Sn λ = 0.499 2.98 ε-.S-io"* T.M.=O.4SO 
en 
c» 
TI CASO RETTfiN&OLO M fìLTEZIR INFIKlTf* ["SOR&EKTE] 
• O,, É = 1 0 
X CARATTERISTICHE s lO" 
-k TEMPO MACCHIWA «o.cafck. 
TEMPO MBCCHIffA = 0 . 0 ? . o k . ω =4.5 
CT. 
2α reg. 1α reg. 2α reg. 
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